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Uberblick Funktionen mehrerer Veranderlicher

Dieses Kapitel erklart:

@ Wie Funktionen mehrerer Verinderlicher definiert werden;

@ Welche Gestalt der Definitionsbereich von Funktionen mehrerer Veranderlicher besitzen
kann;

@ Wie Funktionen zweier Variablen graphisch dargestellt werden kdnnen;
@ Elementare Eigenschaften von Funktionen mehrerer Veranderlicher;

@ Wie das Differenzieren von Funktionen mehrerer Variablen zu
fiihrt;

'partiellen Ableitungen”

@ Den wichtigen Zusammenhang zwischen gemischten partiellen Ableitungen;

@ Den Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit, (totaler) Differenzierbarkeit
und der geometrischen Interpretation mit Hilfe von Tangentialebenen;

@ Wie man eine Funktion mehrerer Variablen auf lokale Minima und Maxima untersucht,
@ Wie man mehrdimensionale Integrale berechnet;

@ Was sich hinter dem Begriff des Kurveintegrals verbirgt.
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Einleitung. Motivation

"Nicht immer hangen naturwissenschaftliche GréBen nur von einer reellen
Variablen ab. In manchen Fillen sind es mehrere Faktoren, die den Wert einer
gegebenen GroBe beeinflussen.

Funktionen einer Veradnderlichen geben die in Physik und Chemie auftretenden
funktionalen Zusammenhange in vielen Fillen nur mit Einschrankungen wieder. In
der Regel finden wir, dass eine GréBe von mehreren "unabhiangigen” Variablen
abhangt”.

@ Die Zustandsgleichung fiir ein Mol eines idealen Gases lautet PV = RT. Der
Druck P hangt also vom Volumen V' und der Temperatur T" ab, R ist die

Gaskonstante.
RT

= 7

o Haufig ist eine GroBe zu beschreiben, die sich im Raum &dndert, die also von
den kartesischen Koordinaten bzw. dem Ortsvektor ¥ = (z,y, z) eines
Punktes abhangt:

P=f(V,T)

g: (z,y,2) = u:=g(x,y,2).
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Notationsfragen

Wir notieren eine von n reellen Variablen x1, o, ..., z, abhingige Funktion f in
der Form

—

f:DcCR"—R™, f(f) = fx1,...,2n).

Im Fall n = 2 oder n = 3, falls also der Definitionsbereich D eine Teilmenge des R? oder R3 ist,
werden die unabhingigen Variablen statt mit z1, z2, (z3) oftmals auch mit z,y, (2) bezeichnet.

Wenn es sich bei Argumenten oder Werten um reelle Zahlen handelt (n = 1 oder m = 1), lasst
man den betreffenden Vektorpfeil weg. Wir beschrdnken uns meist auf den Fall m = 1.

@ f:R2 =R, f(r,y) =In(—2) + z/y — 2.
Der Definitionsbereich:
D={(z,y) €R?: £ <0, y>2}

@ f:R?2 =R, f(x,y) = \/sin(z) — cos(y).
Der Definitionsbereich?

2 2 2
° §:R? - R?, gla,y,2) = {x WG }

T+ e¥

@ f:R2 =R, f(VVT)=P = %. Der Definitionsbereich?
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Visualisierung

Der Graph G(f) einer Funktion f(Z) = f(z1,...,2,) von n Variablen ist eine
Teilmenge des R™*1 :

G(f) = {(z1, 22, ..., 20, y) €R™ [y = f(2)}.

Nur im Fall n = 2 kénnen wir den Graph G(f) anschaulich darstellen, und zwar
als Fliche im Raum R3 :

G(f) = {(ac,y,z) eR? | (x’y) €Dund z = f(xay)}

Der Funktionswert z = f(z,y) ist die Hohe eines Flachenpunktes iiber der
(x,y)—Ebene.
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Beispiel

Gegeben sei fiir (z,y) € R? die Funktion

fz,y) = zy + 3.

Wir wollen die Funktion auf dem quadratischen Ausschnitt

{(z,y) eR?| —2<2<2 —2<y<2}

graphisch darstellen und berechnen dazu die Funktionswerte fiir die in der unten stehenden

Tabelle ausgewihlten Punktepaare (z,y)

z\y | -2 |-1[0|1] 2
-2 7 5|3 ]1]-1
-1 5 4 | 3|21
0 313 [3|3]3
1 1 2 | 3|45
2 ;1|1 (357
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Visualisierung

Eine weitere Moglichkeit ist die Darstellung von Héhenlinien in der Ebene (Karte,

Konturplot). Diese Hohenlinien erhilt man durch geometrische Interpretation der
Gleichung

flx,y)=c

fiir verschiedene " Hohenniveaus” ¢ € R.

(o) - N
et

ER] n o 1
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Konturplots findet man haufig zur Gelandebeschreibung auf Landkarten oder auf
Wetter- und Klimakarten:

Bild links: farbige Geldndedarstellung auf einer topografischen Karte von China (Captain Blood,
Wikimedia Commons).

Bild rechts: Temperaturanomalien 1970-79 und 2000-09 im Vergleich zum Mittel von 1951-80
(NASA)
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Beispiel
Betrachten wir nochmals die Funktion

f(z,y) =2y +3.

Wir zeigen eine graphische Veranschaulichung die Funktion durch Héhenlinien. Eingezeichnet

sind die Hohenlinien fiir

c=0, 1,2,....
y
2 T T T T
15 / \
1
05k i
of i
05 L i
-
A5 =05
¥=-18
Level- 395
\ . /
2 i | /
-2 B Rl 05 [] 05 1 15 2
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Visualisierung

Im Fall n = 3 oder n > 3 ist die Darstellung schwieriger. Zum Beispiel kann man

Schnittbilder zu erstellen. Dies geschieht hiufig bei tomografischen Verfahren
(CT, MRT, PET).

CT eines menschlichen Schadels. Dargestellt sind die ortsabhangigen

Schwichungskoeffizienten fiir Rontgenstrahlung in verschiedenen transversalen
Ebenen.
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Elementare Eigenschaften: Beschrankheit, Stetigkeit

Wie schon Funktionen einer Variablen lassen sich auch Funktionen mehrerer Veranderlicher
durch ihre elementare Eigenschaften grundlegend charakterisieren. Einige dieser Merkmale lassen
sich analog zum eindimensionalen Fall formulieren, andere miissen verallgemeinert werden.

Wieder andere besitzen kein mehrdimensionales Pendant.

Definition 1.1 (Beschrankheit)

Eine Funktion f : D C R™ — R heit nach oben beschrinkt, wenn es ein M € R
gibt, so dass fiir alle & = (x1,xa,...,x,) € D gilt

f(xla"'vxn) SM

Sie heiBt nach unten beschrinkt, wenn es ein m € R gibt, so dass fiir alle
Z = (x1,22,...,2,) € D gilt

f@1, .. x0) > m.

Sie heilt beschrankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt ist.
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Beschrankheit

Auf analoge Weise lassen sich auch die Begriffe " kleinste obere Schranke” und
" groBte untere Schranke” erklaren.

Untersuchen Sie die fiir alle (z,y, 2) € R? definierte Funktion

az
f(x,y,2) = cos(zy + 2) — || ¥
z

auf ihre Beschrankheit.
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Stetigkeit

Um den Begriff der Stetigkeit prazise erkldren zu kénnen, bedarf es wieder des
Begriffs einer Vektorfolge, deren Glieder Vektoren aus dem R" sind.

Notation:
o Fiir das m—te Folgenglied:
2
#m = ...
N2
(der Folgenindex steht in Klammern oben, um Verwechslungen mit dem
Komponentenindex und mit Exponenten bei Potenzen vorzubeugen),

o fiir die Folge als Ganzes: (#("™)),,en, (Z(™),, oder einfach (#(™)),

Die reellen Zahlenfolgen (xg-m))m (fir j € {1,...,n} jeweils fest) heiBen
Komponentenfolgen von (#(™),,.
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Definition 1.2 (Konvergenz von Vektorfolgen)
Ein Vektor i heiBt Grenzwert der Vektorfolge (Z™),,, wenn
Ve >03mg e N: |2 — & <&, Ym > my.

Besitzt die Vektorfolge (a':'(m)) einen Grenzwert, so heift sie konvergent,
anderenfalls divergent.

Schreibweisen:
o Z = lim,,_ 0o Z™);

o 7™ — Z fiir m — oo, oder kiirzer (™) — Z.
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Geometrische Interpretation

=2(3) =
) 708 )gg( =(5)

xr
X X 3(-"'~
Pas ~‘
& X )
' X £y
(] X A
' xg E
[
'
NNR ;
A —
b ¢
ot KD

Fiir groBe m liegen die Folgenglieder beliebig nahe am Grenzwert, d. h. in einer
beliebig kleinen Kugel K. (x) (¢—Umgebung von Z).

Im hier visualisierten Fall liegen fiir m > mg = 5 alle Folgenglieder in der
gewdhlten e—Umgebung.
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Satz 1.3

Sei (™)) C R™ eine Vektorfolge und & € R™. Dann gilt

lim 7™ =z
m—r00

genau dann, wenn
lim :rg-m) =uz; firallel < j <n.
m— 00

Die Konvergenz einer Vektorfolge ist also dquivalent zur Konvergenz samtlicher
Komponentenfolgen (xjm)m

Bei diesen handelt es sich um reelle Zahlenfolgen, fiir die Sie die bekannten
GesetzmaBigkeiten verwenden kdnnen.

Konvergieren die Vektorfolgen

Bestimmen Sie im Falle der Konvergenz den Grenzwert.
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Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Intuitiv wollen wir mit diesem Begriff wieder folgende Eigenschaften einer
Funktion erfassen:

o (Hinreichend) kleine Anderungen an den Argumenten fiihren zu (beliebig)
kleinen Anderungen der Funktionswerte.

@ Durch hinreichend feines " Justieren” der Eingabewerte lassen sich die
Ausgabewerte einer Funktion hinreichend fein "einstellen”.

Der Zugang zur Stetigkeit erfolgt wie im Eindimensionalen iiber Grenzwerte von
Funktionen. Erforderlich ist also die Verallgemeinerung des Grenzwertbegiffs auf
Funktionen mehrerer Variablen.
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Grenzwert einer Funktion

Definition 1.4

Sei f: D CR"™ — R und Zy € R™. Man sagt, f konvergiert fiir ¥ gegen &y gegen
a, wenn fiir alle Folgen (™)) C D mit

2™ — 7y, 2™ £ 7 Vm e N (1)

die Beziehung f(#"™)) — a gilt. Man nennt a den Grenzwert von f fiir ¥ gegen
Zo-

Schreibweise:

lim f(Z)=a oder f(Z)— a fird— Z.
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Grenzwert einer Funktion

Definition 1.4

Sei f: D CR"™ — R und Zy € R™. Man sagt, f konvergiert fiir ¥ gegen &y gegen
a, wenn fiir alle Folgen (™)) C D mit

2™ — 7y, 2™ £ 7 Vm e N (1)

die Beziehung f(#™) — a gilt. Man nennt a den Grenzwert von f fiir & gegen
Zo-

Schreibweise:

lim f(Z)=a oder f(Z)— a fird — .
Tr—Xo

Alternative Definition:
Eine Zahl a heiBt Grenzwert der Funktion f, wenn fiir jede Folge #("™) — 7 gilt

Ve >0 36 >0 sodass |f(Z™) — a| < e sobald ||#™ — Z|| < §
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Stetigkeit

Definition 1.5

Eine Funktion f : D C R™ — R heiBt stetig im Punkt Zo = {z1,...,2,} € D,
wenn der Grenzwert limz_,z, f(Z) existiert, und
Jim (@) = (o)
Tr—Xo
gilt.
f heiBt stetig auf der Menge M C D, wenn f in jedem Punkt ¥y € M stetig ist.

v

Der Grenzwert muss fiir alle Folgen & — & existieren!
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen
° f:R* =R, f(z,y) =1~-22% —¢%

1- 21:2 - y27 fiir (x,y) 7£ (07 2);

@ g:R2 SR =
9:R° =R, g(z,y) {—42, fiir (z,y) = (0,2).

auf Stetigkeit im Punkt (0, 2).
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Wir versuchen, die Situation graphisch umzusetzen, und zeichnen den Graphen
von z = f(z,y) als Flache iiber der z — y—Ebene.

2=y}

Wenn man sich nahe des Punktes (0,2) oben auf der Fliche befindet, dann wird man sich in
etwa auf Hohe -3 befinden.

Wenn man dagegen an besagter Stelle ein (unendlich diinnes) Loch bis zur Tiefe -42 bohrt, kann
man zwar beliebig dicht auf altem Hohenniveau herantreten, fallt allerdings bei exaktem

Erreichen des Punktes (0, 2) in das Loch hinein.
Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 22 /104



Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

Im Fall von differenzierbaren Funktionen einer Veranderlichen hatten wir die
Ableitung von f: D C R — R an einer Stelle 2y des Definitionsbereichs durch

den Grenzwert 1 B — f(a0)
/ RT Zo + 1) — f(Zo

ausgedriickt.

Dieses Konzept stellt uns im Fall mehrerer Variablen vor ein Kernproblem.
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Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

Im Fall von differenzierbaren Funktionen einer Veranderlichen hatten wir die
Ableitung von f: D C R — R an einer Stelle 2y des Definitionsbereichs durch

den Grenzwert 1 B — f(a0)
/ T To + 1) — f(To

ausgedriickt.
Dieses Konzept stellt uns im Fall mehrerer Variablen vor ein Kernproblem.

Verallgemeinerungspotential hat dagegen die dquivalente Charakterisierung aus
Satz 1.3 (Differentialrechnung):

f ist genau dann in z differenzierbar, wenn es eine Zahl a (das ist genau die
Ableitung f’(z¢)) und eine Funktion ¢ : D — R gibt, so dass

f(@) = f(zo) +alz — 20) + ¢(z) )

»(x)

mit
e

fir z — xo.
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Das Kriterium (2) sagt grob gesprochen, dass f(x) im Falle der Differenzierbarkeit
nahe xo gut durch eine Tangente ¢(z) approximiert wird:

(@) = f(xo) + f'(w0)(x — xo) filr z = xo.

=:t(x)

Graphisch:

X

<
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Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige Funktionen mehrerer
Variablen, genauer Funktionen

f:DCR"—=R
mit offenem Definitionsbereich D.

In einem ersten Ansatz wollen wir lediglich eine Komponente z; im Argument von
f variieren, wihrend wir die anderen Komponenten festhalten (d. h. als Parameter
behandeln).

Dieser Ansatz fiihrt uns direkt zum Begriff der partiellen Ableitung. Wir benétigen
dafiir lediglich den eindimensionalen Ableitungsbegriff.
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Definition 2.1

Eine Funktion f : D C R™ — R heiBt in Z € D partiell nach x; differenzierbar, wenn die j—te
partielle Funktion

iz f(z,.00,25-1,%, 2541, -, Zn)
in x; differenzierbar ist. Die Zahl
of
e

heiBt die j—te partielle Ableitung von f an der Stelle Z.

Eine Funktion f heiBt an der Stelle Z' partiell differenzierbar, wenn sie in Z nach allen Variablen
Z1,...,xy partiell differenzierbar ist.

Schreibweisen: of
87(2)7 fwj (E)v 6Jf(2) oder 810].}0(2)
4y

Alle partiellen Ableitungen, in einen Vektor gesammelt, bilden den Gradient:

df(2) af(@) 6f(2))T

dz1 ~ Ozo 7 Ozn

V(2) = grad £(7) = (
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Natiirlich kann man auch die zugrundeliegenden Differentialquotienten notieren:

ﬁ(g) — im flz, oz, 25 02500, 20) — f(21, 000, 251,25, 2541, - - -5 2n)
Ox; h—0 h
_ i JEERE) — f(Z)
h—0 h '

Aufgrund letzterer Darstellung spricht man auch von der Ableitung in Richtung des j—ten
Einheitsvektors.
Beispiel

Graphen der Funktion f(z,y) = 1 — 222 — y? sowie der partiellen Funktionen fi(z) (rot) und
f2(y) zum Punkt (1,—-0.5).

Die partiellen Ableitungen %(1, —0.5) und %(1, —0.5) entsprechen den Anstiegen der
eingezeichneten Tangenten.

/TN
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Berechnung der partiellen Ableitungen

Zur Berechnung der partiellen Ableitung %5 leitet man f nach z; ab und

behandelt alle anderen Variablen als Konstanten. Dabei gelten die gewohnten
Ableitungsregeln.

Beispiel

Die partiellen Ableitungen zu f(z,y) = 1 — 222 — y? lauten

0 0
i(m,y) =—4z und l(% y) = —2y.
oz oy
Die Anstiege der visualisierten Tangenten an die partiellen Funktionen sind also

of

8—1(1, —0.5) = —4 (rot) und g—i(l, —0.5) =1 (blau).

Man berechne samtliche partiellen Ableitungen von
® f:R* =R, f(z,y) =2 +2y,

o f:R2\(0) 5 R, f(z,y) = Toz 0.
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Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f : R™ — R sind wiederum Funktionen
of .

vom Typ B2y R™ — R.

Man kann sie also ggf. erneut partiell ableiten — moglicherweise nach jeder der

Variablen z, (k=1,...,n).

Die dabei entstehenden partiellen Ableitungen héherer Ordnung bezeichnet man

mit
o%f 0% f o3f  O3f

s a7 o oder fun i famrnnn.
Ox3’ Orpdx;’ dx3’ dxydw;’ AR

Die Differentiationsreihenfolge liest man im " Nenner” von rechts nach links; d. h.
die zuletzt ausgefiihrte Differentiation steht ganz rechts im Nenner. Sie spielt
jedoch in den meisten praktischen Fillen keine Rolle.
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Definition 2.2 (Stetige partielle Differenzierbarkeit)

Eine Funktion f : D C R™ — R heiBt in Z € D (k—mal) stetig partiell
differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen (bis zur k—ten Ordnung) an der
Stelle " existieren und dort stetig sind.

f heiBt auf einer offenen Menge M C D stetig differenzierbar, wenn f an jeder
Stelle 7 € M stetig partiell differenzierbar ist.

Schreibweise: f € C*(M).

Berechnen Sie zu

o f:R2 R, f(z,y) =1—22% 42,

o f:R® =R, f(z,y,2) = 2* +sin(zy) + ze®
samtliche partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung. Was kénnen Sie
beobachten?
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Satz 2.3 (Satz von Schwarz)
Sei f : D C R™ — R mit D offen zweimal stetig partiell differenzierbar

(f € C*(D)).
Dann gilt
P P

0x 0y, 2= 0x, 07 “

fiir alle j,k € {1,2,...,n} und alle Z € D.

Bei zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen spielt also die
Differentiationsreihenfolge beim zweimaligen partiellen Differenzieren keine Rolle.

Das Ergebnis iibertragt sich miihelos auf k—mal stetig partiell differenzierbare
Funktionen und partielle Ableitungen bis zur Ordnung k.
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Differenzierbarkeit, Gradient, und totales Differential

Wie im vorherigen Abschnitt behandeln wir wieder reellwertige Funktionen
f:DCR"—>R
mit offenem Definitionsbereich D.

Ziel ist die Verallgemeinerung des eindimensionalen Ableitungsbegriffs auf diese
Funktionen. Dabei wollen wir uns an die Approximierbarkeit von f durch lineare
Funktionen erhalten.

Definition 3.1 (Gradient)
Sei f: D C R™ — R in Z partiell differenzierbar, dann heiBt

af(2) 9f(2) 8f(2))T
Ox1 ' Oxy '~ Oz,

v =

der Gradient von f an der Stelle Z.

Alternative Schreibweise: grad f(Z).

vy
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Die Tangentialebene

Fiir eine differenzierbare Funktion einer unabhangigen Variablen z ist es die Tangente an die
Kurve, welche die Funktion f(z) lokal um eine Stelle z approximiert. Die N&herung beruht in
diesem Fall darauf, dass Funktionswert und (erste) Ableitung an dieser Stelle iibereinstimmen.

Fiir eine Funktion f : R?2 — R mehrerer Veranderlicher ist ein mehrdimensionales Pendant
gegeben durch die so genannte Tangentialebene an die Funktion zur Stelle Z. Auch sie soll die
Eigenschaft besitzen, an der Stelle Z' in Funktionswert und Gradient mit der gegebenen Funktion
iibereinzustimmen. Ist f eine Funktion von mehr als 2 Variablen spricht man von einer

Tangentialhyperebene.
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Definition 3.2 (Differenzierbarkeit)

Eine Funktion f : D C R™ — R heiBt in Z € D (total) differenzierbar, wenn es einen Vektor
a € R™ sowie eine Funktion ¢ : D — R gibt, so dass

f(@) = f(2) +al (- 2) + (@),
mit H‘ﬁﬂ =0 fiir & — 7.
7]

f'(Z) := @ heiBt dann die (totale) Ableitung von f an der Stelle Z.

Zur konkreten Berechnung der Ableitung verwendet man allerdings nicht Definition 3.2, sondern
folgenden Satz:

Satz 3.3

Ist f: D CR™ — R inZ € D differenzierbar, so ist f in Z auch partiell differenzierbar, und es
gilt
of

o of 1" _
F@) = 5@ = ()| = VA 3)

Begriindung von (3): Die Tangenten der partiellen Funktionen miissen in der Tangentialebene

liegen.
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Definition 3.4 (Tangential(hyper)ebene)

Ist eine Funktion f: D C R™ — R an einer Stelle Z = (z1,...,2,) € D partiell
differenzierbar, so heiBt die Funktion

9f (%) 9f(2)

tz(%) = f(&)+ o0, (z1—21)+ ...+ oz, (zn — Tn)
= f@+ViET(E-2)
die Tangential(hyper)ebene an die Funktion f(x1,xa,...,2,) zur Stelle Z.

Berechnen Sie die Tangentialebene an die Funktion

f(z,y) = zy® + 2%y — 2%y?

an der Stelle (z1,22) = (1,1).
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Differenzierbarkeit

Woher wissen wir aber, dass f total differenzierbar ist? Partielle Differenzierbarkeit
allein reicht dafiir nicht! Es reicht aber, nur ein wenig mehr zu fordern:

Satz 3.5

Eine Funktion f : D C R™ — R ist total differenzierbar in einer Stelle
Z=(z1,...,2n) € D, wenn ihre partiellen Ableitungen in Z existieren und diese
dort auch stetig sind.

Insbesondere ist f auf ganz D differenzierbar, wenn f auf ganz D stetig partiell
differenzierbar ist.

Funktionen mit Nichtdifferenzierbarkeitspunkt (links) und
Nichtdifferenzierbarkeitskanten (rechts)
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Beispiel

Die Funktion f(z,y) = 1 — 222 — y? ist auf ganz R? stetig partiell differenzierbar mit

fo(z,y) = —4x und fy(z,y) = —2y.

Damit ist f auf ganz R? auch (total) differenzierbar mit
f/(xay) = Vf(:t,y) = [_4a:7 _2y]T‘

Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (1, —%) lautet

t(z,y)

fa,-p+via -3 73]
—1.25 4 [—4, 1] [Z; ﬂ

2
—4x +y + 3.25.
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Totales Differential

Wie im Eindimensionalen kann man zu einem gegebenen Vektor d und einer

differenzierbaren Funktion f: D C R™ — R das totale Differential an der Stelle
Z € D definieren:

df (&) == f'(Z)dz (4)

Es beschreibt die Anderung des Funktionswerts der Tangential(hyper)ebene, wenn
man von I zu & + d¥ libergeht.

Fiir kleine di' unterscheiden sich Tangential(hyper)ebene und Funktion im Punkt
Z + d’ kaum. Fir die Anderung der tatsachlichen Funktionswerte gilt also

Vf = df(Z) fur dZ klein.
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Definition 3.6

Das totale Differential einer differenzierbaren Funktion f(Z) = f(x1,...,2,) zur
Stelle 7= (z1,...,2n)

df (#1,- -y 2n) = fo, (21, -y 2n)der + oo+ fo, (21, oy 20)dTy.

Anwendung:
o Fehlerfortpflanzung = Ubung
@ mehrdimensionale Taylor-Formel
o Kettenregel im R™ und Koordinatentransformation

@ Richtungsableitung:

Definition 3.7

Sei f: D C R™ — R total differenzierbar in Z € D und ¥ € R™ mit ||F]| = 1.
dann ist die Ableitung von f in Richtung 7 and der Stelle Z gegben durch

of

25 = VIR
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Fehlerfortpflanzung

Als wichtige Anwendung des totalen Differentials wollen wir die unabhangigen Variablen
Z1,...,%n einer Funktion f(x1,...,zn) als MessgroBen eines naturwissenschaftlichen
Experiments interpretieren. Abhangig davon soll eine weitere GréBe

z:f(xl,...,a:n)
errechnet werden.
Ideal wire es, die obigen MessgroBen exakt zu

fMessung = (3_31: cee 7-'En)

bestimmen zu kénnen. Unter diesen Umstdnden resultierte daraus die ebenfalls exakt
bestimmbare abhingige GroBe

ZMessung = f(jlw ’in)

Die Wirklichkeit sieht anders aus. Bedingt durch Ungenauigkeiten der Messmethoden o.A. sind
die Messwerte Z1, ..., Zy fehlerbehaftet: Die wirklichen, aber leider unbekannten MessgroBen
z1,...,xn weichen von den gemessenen Werten z1, ..., Z, geringfiigig ab.
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Welche Auswirkung haben kleine Abweichungen der realen GréBen von den Messwerten auf das
zu berechnende Endergebnis 27 Wir wirken sich Fehler in den Messwerten auf die davon

abhingige GréBe z = f(z1,...,2zn) auf?

Dieser Themenkomplex, dessen Gegenstand die Fortpflanzung von (Mess-)Fehlern
ist, wird als Fehlerrechnung bezeichnet.

Definition 3.8

Gegeben sei eine MessgroBe x, fiir welche ein Messwert T existiere. Der wirkliche,

unbekannte Wert der MessgréBe sei ebenfalls mit x bezeichnet. Dann heifst die
Differenz

Arx=z—Z

der absolute Fehler der GroBe x. Der Quotient

Ar x—Z

x T

heiBt relativer Fehler der GréBe x.
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Satz 3.9

Die GréBe 1, ..., x, seien gemessen zu Ty, ..., T, und fehlerbehaftet mit
maximalen Abweichungen

Amabxl'la s Ao

Ist f differenzierbar in (Z1,...,%,), so gilt fiir den maximalen absoluten Fehler
der abhingigen GréBe z = f(x1,...,2,)

Amax? 2 | fo (@1, - o Zn) [ Amax®1 + -« -+ | fa, (Z15 -+ T0) | AmaxTn-  (5)

o
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Wir betrachten zwei GréBen x und y, deren Werte zu T # 0 und § # 0 ermittelt wurden, aber

Amax® bzw. Anaxy fehlerbehaftet sind.
o Fehlerfortpflanzung bei Summation und Differenzbildung
Amax? = Amax® + Amaxya

wobei z = f(z,y) =x Lt y.
o Fehlerfortpflanzung bei Produkt- und Quotientenbildung

Amaxp = |g|Amax37 + |57|Amaxya

wobei p(x,y) = zy.

1 T
Amaxq = —Anax® + %Amaxyv
|9 ]

wobei g(z,y) = 7.

Zwei Beispiele an der Tafel... J
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Implizite Funktionen

Zwei reelle Variablen x und y seien durch eine Gleichung der Form
F(z,y)=0 (6)

verkniipft. Kann man diese Gleichung wenigstens in der Nihe eines Punktes
(z0,Yo0), der (6) selbst erfiillt, eindeutig nach y auflésen?

Gesucht ist also eine reelle Funktion f mit
F(z,y)=0 = y= f(x) fiir (x,y) nahe bei (zg, yo)-
Eine solche Funktion f nennt man implizite Funktion.

Manchmal ist man dabei noch nicht einmal an f(z) selbst interessiert, sondern
eher an der Ableitung f'(z).

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 44 /104



Beispiel

Die Gleichung
?+42-1=0

beschreibt einen Kreis um (0,0) mit Radius 1.

Nahe dem Punkt (2,1) und (0,—1) (griin) kann man (6) eindeutig nach y

auflésen:
y=fi(z) =vV1—a2bzw. y = fo(z) = —/1 — 22

Nahe der Punkt (—1,0) und (1,0) (rot) gelingt eine eindeutige Aufldsung dagegen
nicht, da man nicht weiB, fiir welchen Funktionswert man sich entscheiden soll.
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Satz 3.10

Die Funktion F : D C R? — R sei auf der offenen Menge D stetig partiell
differenzierbar. Der Punkt (zo,y0) € D erfiille die Gleichung

OF
F(z9,y0) =0 und a—y(xo,yo) £ 0.

Dann gibt es offene Umgebungen U, V' C R von xy und yo und eine Funktion
f+ U — R mit folgenden Eigenschaften:

o Flr,y) =0&y=f(z) firzeU, yeV,
o f ist in xq stetig partiell differenzierbar mit

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Veranderlicher

46 / 104




Betrachten Sie das kartesische Blatt, das durch die Gleichung
F(z,y) =2 +1y>—32y =0

gegeben. Bestimmen Sie alle Punkte des kartesischen Blatts, fiir die keine
eindeutige lokale Auflésung nach y mdglich ist.

Bestimmen Sie alle Punkte mit horizontaler Tangente sowie den Anstieg der
Tangente im Punkt (1,2 cos(2/97).

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 47 / 104



Extrema von Funktionen mehrerer Variablen

Wir werden in diesem Abschnitt nach Punkten Z € R” suchen, in denen eine
reellwertige differenzierbare Funktion mehrerer Variablen ein lokales Extremum
annimmt.

Wir erinnern uns an das Vorgehen im Eindimensionalen, d. h. fiir
f:(a,b) CR—=R:

@ Finde alle Punkte z € R, fiir die f'(z) = 0 gilt (notwendige Bedingung).

e Falls in einem solchen Punkt zusdtzlich f”(z) > 0 bzw. f”(z) < 0 gilt, so
handelt es sich um ein lokales Minimum bzw. Maximum (hinreichende
Bedingung).

Wir versuchen, diese Strategie zu verallgemeinern.
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Definition 4.1

Sei f: D CR™ — R. Ein Punkt Z € D heiBt
o globales Minimum von f, wenn f(Z) < f(&) fiir alle ¥ € D,
o globales Maximum von f, wenn f(2) > f(Z) fiir alle ¥ € D,

o lokales Minimum von f, wenn f(Z) < f(&) fiir alle ¥ € D N K.(Z) mit einem
€ > 0,

@ lokales Maximum von f, wenn f(Z) > f(Z) fiir alle € D N K.(Z) mit einem
€ >0,

Mit K (Z) ist dabei wieder eine Kugel um Z mit Radius € gemeint.

Bei lokalen Extrema vergleicht man f(2) also nur mit Funktionswerten zu
Argumenten, die nahe an Z' liegen.
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Satz 4.2 (Notwendiges Kriterium fiir ein Extremum)

Sei f: D C R™ — R partiell differenzierbar, und D offen. Besitzt f in Z € D ein
lokales Minimum oder Maximum, so gilt

f2,(2) 0

via=| : |=|:|- 7)
f2, (2) 0

2
o
-z
= 4
T %
£
10

Gleichung (7) stellt eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema dar. Mit ihr
kann man Kandidaten fiir Extrema finden; ein Nachweis der Extrema ist jedoch
zusatzlich zu erbringen.
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Untersuchen Sie das Polynom
f(z,y) = 2z + dzy?

auf moglche lokale Extrema.

Hesse-Matrix

Wie im Eindimensionalen reicht die notwendige Bedingung (7) fiir einen Nachweis
von Extrema nicht aus.

Eine horizontale Tangentialebene (V f(Z) = 0) kénnte zum Beispiel
folgendermaBen entstehen:

Wir wollen daher die bekannte reelle Bedingung f”(2) # 0 verallgemeinern. Dazu
formulieren wir zunichst ein Pendant zur zweiten Ableitung.

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 51 / 104



Definition 4.3
Sei f: D CR"™ — R inZ¢& D zweimal partiell differenzierbar. Dann heiBt

2’f(2) I’ f(2) 9% f(2)
i‘)z% Ox10x2 Tt Ox10T4,
’f(%) I’ f(2) 9% f(%)
Hf (Z) — 8:&2'3001 Bmg t 8952.895”
215 0 21(2)
0z, 0T Oxn,Oxy " ox2

Hesse-Matrix von f an der Stelle Z.

Aus dem Satz von Schwarz folgt sofort:

Satz 4.4

Ist f: DCR"™— R inZze D zweimal stetig differenzierbar, dann ist die
Hesse-Matrix H(Z) symmetrisch.
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Definitheit

Als nachstes bendtigen wir eine mehrdimensionale Entsprechung zu den Relationen
> und < in den eindimensionalen Beziehungen f”(Z) < 0 bzw. f”(Z) > 0.
Definition 4.5
Eine symmetrische Matrix A € R™*™ heif3t

@ positive definit, wenn ihre Eigenwerte samtlich positiv sind,

@ negativ definit, wenn ihre Eigenwerte samtlich negativ sind,

o indefinit, wenn sie sowohl positiv als auch negativ Eigenwerte besitzt.

Schreiben Sie die Hesse-Matrix fiir die Funktion

f(z,y,2) = z* + sin(zy) + ze®

zur Stelle (,y, 2).
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Im symmetrischen 2 x 2—Fall ist die Untersuchung auf Definitheit besonders leicht:

Satz 4.6

Eine symmetrische Matrix
a a
A= (013 diy
a2 a2

o positiv definit, wenn det A > 0 und a1 1 > 0,

ist genau dann

@ negativ definit, wenn det A > 0 und a1 < 0,
@ indefinit, wenn det A < 0.

Analysieren Sie die Definitheitseigenschaften des Polynoms

p(z,y) = —4a® + 6zy — 4y

=G4

bzw. der zugehorigen Matrix

i

[N]fe |
W
vl

4
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Satz 4.7 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Seien f: D C R™ — R zweimal stetig partiell differenzierbar und z € D ein
stationédrer Punkt von f (d.h. Vf(Z) = 0).

Dann gilt:
e st Hy(Z) positiv definit, dann besitzt f in Z ein lokales Minimum.

)

o Ist H;(Z) negativ definit, dann besitzt f in Z ein lokales Maximum.

o Ist H¢(Z) indefinit, dann ist Z keine Extremalstelle von f.

Stationidre Punkte, die keine Extrempunkte sind (betrifft dritten Punkt), werden
auch Sattelpunkte genannt.
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Rezept zur Bestimmung lokaler Extrema

Fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen f: D C R™ — R mit
offenem Definitionsbereich D gehe wie folgt vor:

@ Bestimme alle stationdren Punkte von f, d.h. die Lésungen des nichtlinearen
Gleichungssystems

Vf(z)=0.

@ Berechne fiir alle diese stationdren Punkte die Hesse-Matrix, und analysiere
anhand der Eigenwerte oder mit dem obigen Satz deren
Definitheitseigenschaften.

@ Entscheide mit Satz 4.7, ob Extrema vorliegen und welcher Art diese
gegebenenfalls sind.

Untersuchen Sie das Polynom

flz,y) = 2° +y* — 2ay?

auf lokale Extrema.
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Beispiel
Es sei f(x,y) = 2 — 2xy + y2. Wir berechnen
fe(z,y) =22 —2y und fy =—2x+2y

und setzen also 2z — 2y = 0 und — 2z + 2y = 0. Dieses 2 x 2—Gleichungssystem besitzt die
unendlich vielen Ldsungen

r=p,y=p (pER),
was geometrisch der gesamten ersten Winkelhalbierenden y = = entspricht. Mit den zweiten
Ableitungen

fzﬂi(xzy) :27 fyy(xvy):2 und fzy(xvy):fyZ(x,y):_Q
berechnen wir dann fiir diese kritischen Punkte (p, p) (eigentlich sogar fiir alle Punkte
(z,y) € R?)
fea(@,p) =2, und  fax(p,p) - fyy(0,p) = (fay(pp))? =2-2~ (-2)* = 0.

Der Satz 4.7 liefert also fiir diese kritischen Punkte keine Aussage hinsichtlich ihrer
Extremumseigenschaften!

Da wir die Funktion f(z,y) jedoch auch in der Form f(z,y) = (x — y)? schreiben kdnnen,
erkennen wir, dass f(z,y) fiir alle (z,y) € R? ausschlieBlich nichtnegative Werte annimmt. An
den Stellen x =y =p (p € R) ist f(p,p) = 0, so dass hier tatsichlich sogar globale - und damit

auch lokale - Minima vorliegen.
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Regressionsgerade

Wir betrachten die folgende Aufgabe: Von einem gegebenen naturwissenschaftlichen Prozess sei
bekannt, dass er durch einen eindimensionalen linearen Zusammenhang

y=f(@)=ma+ec

modelliert werden kann. Unbekannt jedoch sind die Geradenparameter m (Steigung) und ¢

(y—Achsenabschnitt). Ausgehend von den x—Werten z1, ..., z,, die allesamt verschieden
voneinander sein sollen und welche wir als Messstellen interpretieren wollen, und den an diesen
Stellen vorliegenden y—Werten y1, ..., yr, interpretierbar als Messwerte, wollen wir auf die

unbekannten Parameter m und c¢ schlieBen.

Wo liegt das Problem? (theoretisch reichen zwei Punktepaare (z1,y1) und (z2,y2) aus, um die
Parameter m und c festzulegen).Bedingt durch Fehler oder Ungenauigkeiten beim Messvorgang
liegen die Punkte

(9017111), R (x’r7 yT)
typischerweise jedoch nicht auf einer Geraden, d.h. y; = m - x; + ¢+ €; wobei ¢; “‘klein" ist.

Wir suchen nach Kompromisse: Zu bestimmen ist dann eine Gerade
y=mx—+c

welche den Punktepaaren zumindest leidlich nahekommt.
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Fiir jedes Paar (x;,y;) setzen wir trotz des Fehlers € an:

Yyi=m-x;+c= (xl 1) (T) Man kann damit das gesamte Problem schreiben

als
1 zp 1
. Y2 z2 1| /m .
(O I I (c)ZA”
Yr z, 1

Es entsteht also eine Matrixgleichung mit ¥ € R", A € R"™*"™ und ¢ € R™ in der
typischerweise r > n. Bedingt durch die Messfehler hat diese Gleichung keine
Losung. Stattdessen sucht man nach Werten m und ¢, so dass der resultierende
Vektor v einen kleinen Fehler produziert:

—x . - 12
U = min ||y — Av
wmin || — A
(Man kann dies fiir alle linearen Systeme y = Az machen, wir behandeln hier

jedoch nur den oben genannten Spezialfall)
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Nun ist || — A%||? eine Funktion von R™ nach R, fillt also in unser Schema. Wir
bendtigen noch folgende hilfreiche Werkzeuge:
Theorem 1

Seixz € R™, y € R™ und M € R™*"™. Dann gilt fiir das Skalarprodukt in R™ bzw.
R™:
(Ma,y) = (z, M"y)

Desweiteren gilt, falls M = A™ :
grad,((Mz,x)) = 2Mx

und
grad,((z,2)) = #

Damit gilt:

||AT — §]|* = (AT — ¢, AT — ©)
= (AT, AT) — 2(A,9) + (7, 9)
= (AT AT, 7) — 20AT§,7) + |||
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Um £(%) = ||7 — A%||? zu minimieren, miissen wir den Gradienten gleich Null
setzen:

0 = grad(||7 — Ad|[*)
= grad((AT A7, &) — 2(AT§,3) + ||7][)
= 24T Av — 2ATy

Damit ist o Losung der so genannten Normalengleichung
AT AT = ATy

Die Losung ist eindeutig, falls rang(A) = n. Dann ist AT A symmetrisch und
positiv semidefinit, und die Lésung stellt tatsdchlich ein Minimum dar.
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Gegeben sei die Messreihe (z;,v;):

(1,0.9)  (3,55)  (5,9.1)

Wir suchen den linearen Zusammenhang y = mx + ¢, also ist
0.9 1 1
g=|55], U:(“Z), A=[3 1
9.1 5 1
Die Normalengleichung AT Av = AT'jj lautet
1 3 5 ! m 1 3 5 0-9
11 1) |2 )=\ 1 )2
) 9.1
35 9\ /m\ (61
9 3/\c/) \1I5

2. o _ _
—0.98)' also gilt die Funktionsgleichung

—_ = =

Die Losung lautet v* =

y = 2.05z — 0.98, zum Vergleich: die Gleichung mit fehlerlosen Daten ist
y=2x—1.
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Mehrfachintegrale. Das Riemann-Integral im R"

Im Eindimensionalen hatten wir mit dem Integral f; f(x)dx den FIT;_%cheninhaIt
unter dem Graphen von f berechnet.

A

\

a b

Wir suchen nach einer Verallgemeinerung, mit der man z. B. Volumina unter dem
Graphen einer Funktion von zwei Variablen berechnen kann.

Wir wollen hier auf Details nicht eingehen, sondern uns auf den Fall stetiger
Funktionen iiber R% und R? beschrinken, wo man mehrdimensionale Integrale mit
Hilfe des Satzes von Fubini auf eindimensionale zuriickfiihren kann.
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Im Vergleich zum Eindimensionalen treten folgende neue Probleme auf:
o die Arbeit mit zwei (oder noch mehr) Variablen im Integranden;

o der Integrationsbereich B kann im R™ eine wesentliche gréBere Formenvielfalt
annehmen (nicht nur das dargestellte Rechteck).

2= f(a,y)

y = flx)

Der Aufbau des Integralbegriffs erfolgt analog zum Eindimensionalen, d.h.
in folgenden Schritten:

o Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen (stiickweise konstant iiber
Rechtecken / Quadern);

@ Approximation des gewiinschten Volumens von oben und unten mit
Integralen von Treppenfunktionen (d.h. der Summe von Quadervolumina).
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Integrale iiber quader/rechteck-férmige Bereiche

Satz 6.1

Seien a; < b; € R, i=1,2,3, und By := [al,bl] X [a2,b2] C R? bzw.
B3 = [a1,b1] X [a2, b2] X [ag,b3] C R3. Weiters seien f; : B; — R stetig, i = 2,3,
so gilt

B 1 az

by bo b3
d = dz | dy | dx.
= f3($,y72) (m,y,z) /a1 <‘/a2 < o fS(xvyvz) Z) y) €

Die Integrationsreihenfolge darf beliebig vertauscht werden.

by ba
f2($,y)d($,y) = / ( f2($7y)dy> dz,

Integrieren Sie f(x,y) = 2 + 2wy iiber dem Rechteck B, definiert durch die
Intervalle 0 <z <1 und —1 < y < 1. Bestimmen Sie den Wert des Integrals auch
bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge.

v
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Integration iiber Normalbereiche

Bislang konnen wir nur Integrale iiber achsenparallele rechteckige bzw.
quaderformige Bereiche berechnen.

Dies reicht fiir viele praktische Aufgaben nicht aus — meist ist der
Integrationsbereich B krummlinig oder zumindest anders begrenzt.

@

Die meisten praktischen Aufgaben lassen sich auf die Integration iiber sogenannte
Normalbereiche zuriickfiihren. Dies wollen wir zumindest fiir Flachen- und
Volumenintegrale erdrtern.
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ubliche Notationen

Fiir Flichenintegrale f; : By C R?2 — R verwendet man neben fB2 folz,y)d(z,y)
auch die Bezeichnungen

fola,y)dady, | fola,y)dA, / [ (e ey une / [ peia

B2 BZ

Fiir Volumenintegrale f3 : B3 C R® — R verwendet man neben
st f3(x,y,2)d(z,y, z) auch die Bezeichnungen

fg(l‘,?J,Z)d.’Edde, f3(.%’,y,Z)dVY,
Bs B3

// By fs(x,y, 2)dwdydz und // 5, fa(z,y, z)dV.

sowie
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Definition 6.2 (Normalbereiche in der Ebene)

Sind g, h : [a,b] — R reelle Funktionen mit g < h auf [a,b], so nennen wir die
Mengen

By = {(z,y) €eR?*: a<x<bundg(z) <y< h(x)} bzw.
By = {(z,y) eR*: a<y<bundg(y) <z <h(y)}

einen Normalbereich beziiglich der xt—Achse bzw. beziiglich der y— Achse.

Beispiel: Kreise und Rechtecke sind Normalbereiche beziiglich beider Achsen.
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Graphische Interpretation

y = g(z) und y = h(x) bzw. 2 = g(y) und = = h(y) lassen sich als Grund- und
Deckelkurve von B interpretieren. Die vertikale bzw. horizontale Verbindung
zwischen beiden liegt immer komplett in B.
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Satz 6.3 (Integral iiber ebene Normalbereiche)

[a,b] — R stetige Funktionen mit g < h auf [a,b] und

y < h(z)},
< h(y)},

Seien g, h :
{(z,y) €eR?*: a <2 <bundg(z)

Bl = S
{(z,y) eR*: a<y<bundg(y) <z

Bg =
die zugehérigen Normalbereiche im R?.

Ist f: B; — R stetig, so gilt
h(x)

/ [ 1w yydady = / b ( /g . f(m)dy) dz.

Ist f: Bs — R stetig, so gilt
h(y)

/ [ 1oy = / : ( / b f(:c,y)dw> dy.
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Integration liber dreidimensionale Normalbereiche

Definition 6.4

Seien f1, f2 : [a,b] — R stetige Funktionen mit fi < f2 auf [a,b]. Wir definieren den
2D-Normalbereich

G:={(z,y) €R*: a<z<bund fi(x) <y < f2(a)}.
Seien auBerdem g1,g2 : G — R stetige Funktionen mit g1 < g2 auf G. Dann nennen wir

B={(z,y,2) €ER*:a <z <bund fi(z) <y < fa(x) und g1 (z,y) < 2z < ga(z,y)}

einen 3D-Normalbereich.

Vertauscht man die Rollen von z, y und z, so entstehen fiinf weitere Mengen, die
auch Normalbereiche genannt werden.
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Graphische Interpretation

o

e z=gi(z,y) und z = go(x,y) stellen die Grund- und Deckelfliche von B dar
— die vertikale Verbindung zwischen beiden muss immer komplett in B liegen.
@ Der Normalbereich G ist die senkrechte Projektion von B in die
x — y—Ebene. Dessen Grund- und Deckelkurve sind durch y = f;(z) und
y = fa2(z) gegeben.
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Satz 6.5 (Integral iiber 3D-Normalbereiche)

Sei B C R3 ein Normalbereich mit Darstellung gemaBDefinition 6.4 und
f+ B — R stetig. Dann gilt

f2(z)  pg2(z,y)
// f(z,y, z)dxdydz —/ / / f(x,y, z)dzdydx.
f (z,y)

1(x)

Vertauscht man in Definition 6.4 die Rollen von x,y und z, so ist dieser
Variablentausch in (8) ebenfalls auszufiihren.

(8)

Berechnen Sie die folgenden Integrale
(]
1 h(z)=v=z
/ / zydy | dz,
0 g(z)=x2
1 x

/ (/ (x+ y)dy) dz.

0 2
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Transformation der Variablen

Haufig sind kartesische Koordinaten fiir die Berechnung von Integralen eher

ungeeignet — z.B. wenn man Symmetrie beziiglich gewisser Punkte oder Achsen
nutzen will.

Die Funktionen (¢, %) stellen die eindeutige Abbildung den Bereich B in der (Z,y)—Ebene, auf

den Bereich B in der (z,y)—Ebene, her. Kénnen wir diesen Gedanken, den Bereich B durch
eine Abbildung zu vereinfachen, fiir unsere Integrale auszunutzen?
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Satz 6.6

Durch die Funktionen

werde der Bereich B der (Z,9)—Ebene mit stiickweise glatten Rand eineindeutig
auf den Bereich B der (x,y)—Ebene abgebildet. Die Funktionen x = ¢(&,y) und
y = (Z,9) und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung seien stetig in B. Im

x = ¢(z,7),

y =(2,7)

Innern von B gelte fiir die Funktionaldeterminante

96(2.3)
o(z,y) = det o
a(,7) SG)
9%

£ 0.

Ist dann die Funktion f(x,y) in B stetig, so gilt

J[ oty = [[ 665060

didy.
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Ebene Polarkoordinaten

Im R? ist die Transformation in Polarkoordinaten (ein Abstand, ein Winkel) mit
Abstand die Wichtigste

¢: [0,00) x (0,27) = R, ¢ [0,00) x (0,27) = R
M e el

Sie haben sie bereits im Kontext der Komplexen Zahlen kennengelernt.

A
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Beispiel

Die Funktionaldeterminante fiir ebene Polarkoordinaten

x = rcos(yp), y = rsin(p)

lautet
O(,y) _ |or wy| _ |eos(y) —rsin()| _ B
ol o= |y weese) | T (@)l =5

Die Transformation auf Polarkoordinaten ist umkehrbar eindeutig in {R?\(0,0)},
denn dort B(w’y) =r#0.

Bei der Substitution in Polarkoordinaten gilt also

J[ #@azay = [[ s coste),rsinte)rarag.

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 77 / 104



Berechnen Sie das Integral

ff

B:={(z,y):2*+y*<R* >0, y >0, RER}

tiber dem Viertelkreis

unter Verwendung von Polarkoordinaten.

[SIE]
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Zylinderkoordinaten

Mochte man in Volumenintegralen Rotationssymmetrien beziiglich einer

Koordinatenachse (hier: z—Achse) ausnutzen, verwendet man am haufig
Zylinderkoordinaten.

In diesem Fall werden (z,y) in Polarkoordinaten transformiert und die z—
Koordinate beibehalten.
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Zylinderkoordinaten

Im R? ist die Transformation in Zylinderkoordinaten (zwei Abstinde, ein Winkel)
lautet

$: [0,00) x (0,27) x R — R?,

r x(r, @, z) r cos(y)
| = |y(rp,2)| = |rsin(p)
z z(r, @, z) z

Somit gilt

Oz,y,2) | Te Tz cos(p) —rsin(p)

0
—————= =1y Yo Y.|=|sin(p) rcos(p) 0| =r.
o(r, ¢, 2) Zr 2y Zy 0 0 1

Bei der Substitution in Zylinderkoordinaten gilt also

[ st vortsiniz = [[[ 1 costo),rsineo), 2yrardp.
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Kugelkoordinaten

Bei Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung bieten sich desweiteren
Kugelkoordinaten an.

r ... Radius
... (&stl.) geogr. Lange
6 ... Poldistanz

Anstelle der Poldistanz wird gelegentlich auch die geografische Breite verwendet.
In den folgenden Formeln ist dabei jeweils sin(f) statt cos(#) zu schreiben und
umgekehrt.
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Kugelkoordinaten

Die Transformationabbildung lautet bei Kugelkoordinaten (ein Abstand, zwei Winkel)

: [0,00) x [0,7] x (0,27) — R3,

r z(r, 0, ¢) r cos(¢p) sin(0)
|:9:| — |:y('r 0 Lp):| |:r sin(¢p) 51n(9):| .

©® ) r cos(0)
Somit gilt
oz, y, 2) Tr Ty Ty cos(p)sin(f) rcos(p)cos(d) —rsin(p)sin()
A%9,2) _ Yr Yo Yp| = |sin(p)sin(@) rcos(p)cos(d) rcos(p)sin(f) | =2 sin(d).
a(r, 0, ¢) Zr  zg 2y cos(0) —rsin(0) 0

Bei der Substitution in Kugelkoordinaten gilt also

// f(z,y, z)dxdydz = // _ f(rcos(p) sin(8), rsin(y) sin(8), 7 cos())r? sin(0)drdpdd.
B B

Bestatigen Sie die Beziehung ggf’g’;; = 72 sin(9). J
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Berechnen Sie das Volumen einer Kugel [[[, 1dzdydz mit dem Radius R als
Volumenintegral iiber dem Bereich

B:={(z,y,2) €R3: 2® + 4 + 2% < R?}.

Berechnen Sie das Volumen des Korpers fffB ldzdydz tiber dem Bereich

B:={(z,y,2) €R®: 224+ <1, 2>0,y>0, 2>0, z+y+2z <4}
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Kurven

Hier stehen Funktionen vom Typ
fiR—>R"

zur Diskussion, an die man '|'j_%b|icherweise noch n'fj_%her zu spezifizierende
Glattheitsvoraussetzungen stellt.
Solche Funktionen beschreiben

e fii3r n.=2 Kurven in der Ebene,

° ﬁ'j_%r n = 3 Kurven im Raum.

—

Zumeist interpretiert man das Argument ¢ als Zeit, so dass f(t) den Ort zur Zeit ¢
beim Durchlaufen der Kurve darstellt.

Beispiel

@ Die Abbildung
[0,27) — R?, t — (cos(t),sin(t))
beschreibt den Einheitskreis in der Ebene.
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Bei Kurven stellt man zumeist nur die Menge der Funktionswerte dar (rechtes
Bild). Die Information ij 1 ber die zugehi; frigen Argumente (Zeiten) geht dabei
verloren.

Bei Bedarf kann man aber zumindest einzelne Zeitpunkte wie im Bild rechts
markieren (hier t = 2,2.1,2.15).

Gezeigt ist ein Bild der Bli; tenblattkurve

Fiiom B, i = [x@eso].
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Kurvenintegrale

Wir wenden uns nun der Integration von Funktionen entlang bestimmter Kurven oder Wege zu.
Motivierende Fragestellungen sind:

@ Wie kann man die LTi%nge einer krummlinigen Kurve berechnen?

@ Welche mechanische Arbeit wird bei der Bewegung eines Massepunktes durch ein Kraftfeld
entlang einer bestimmten Kurve verrichtet?

Definition 7.1
Eine stetig differenzierbare Abbildung 7 : [ta,t.] — R™ heiBt Kurvensti; i ck.

Unter einer Kurve verstehen wir eine stetige, st}z%ckweise stetig differenzierbare
Abbildung 7 : [ta,t.] — R™. Sie besteht aus endlich vielen KiZ%rvenstiZ%cken

i : [ti—lati] SR, i=1,...k, to=tg <t1 <...<tp =t
die miteinander verbunden sind — d.h. mit

,._Y‘Z-Fl(tl) == ?’L(tl)7 Z = 1, ey k - 1.

Das Argument t € [t,,t.] wird Kurvenparameter genannt.
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Bemerkung: Der Kurvenparameter wird meist als Zeit interpretiert und
{¥(t) : t € [ta,te]} als Bahn eines Punktes beim "Durchlaufen” der Kurve.

Beispiel
Die Kurve
2 cos(t)
7 :[0,00) — R3, J(t) = | 2sin(¢)
t

beschreibt eine Schraubenlinie. Der Aufsicht auf diese Kurve von oben entspricht die Bewegung
in der z — y—Ebene, wo sie sich als kreisﬁ'L%rmige Bahn mit Radius 2 erweist. Die Bewegung
wird dabei jedoch im Lauf Zeit gleichzeitig mit konstanter Geschwindigkeit in z—Richtung " nach

oben gezogen”.
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Interpretation der Ableitung

Die Ableitung

T =M, om®]"  EF i=1, k1)

wird in diesem Kontext als Geschwindigkeit im Punkt ¥(¢) interpretiert. Es
verITj_%uft tangential zur Bahnkurve.

7() (te)
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Beispiel
Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ der obigen Kurve berechnet sich zu

—2sin(t)
70 = | 200500

Zum Zeitpunkt ¢t = 13 lautet der entsprechende Geschwindigkeitsvektor

—25sin(13) —0.8403
7'(13) = | 2cos(13) | = [ 1.8149
1 1

Der Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ berechnet sich

7/(8)] = \/4sin?() + 4cos?(t) + 1 = \/4(sin?(2) + cos?(£)) + 1 = V5.

Er ist somit (in diesem Fall) w]'j_%hrend des gesamten Durchlaufs konstant!

S)\‘_‘\\\~‘, // N

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Veranderlicher

89 / 104



Bogenelemente

Sei dt eine Beliebige reelle Zahl, ¥ : [t,,t.] — R™ eine Kurve und t € [tg,t¢]-
Dann heiij 3t
dE = 7' (t)dt

vektorielles Bogenelement.

Es beschreibt die '|'g_%nderung des Ortes entlang der Tangente ausgehend vom
Punkt 4(t), wenn man sich mit Geschwindigkeit ¥(t) eine Zeit d¢ lang auf dieser
fortbewegt.

Fijir sehr kleine Zeiten dt stimmt die i; 2nderung des Ortes di entlang der
Tangente nahezu mit der Orts'l'g_%nderung entlang der Kurve 7 '|';_%berein.

Die L'|'j_%nge des vektoriellen Bogenelements ist
ds = ||¥'(t)|dt

und wird als skalares Wegelement oder L'Q%ngenelement bezeichnet.

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 90 / 104



Kurvenintegral erster Art (skalares Kurvenintegral)

F'|','_%r sehr kleine Zeiten d¢ entspricht das L'|'j_%ngenelement ds = ||¥'(t)||dt der in dieser Zeit auf
der Kurve 4 zur'l'(;%ckgelegten Wegl'l'[_%nge.

Es ist naheliegend, die L'|','_%nge der Kurve durch Integration Tj_%ber die L'|','_%ngene|emente zu
berechnen.

Zudem kann man die Bogenelemente beim Integrieren unterschiedlich gewichten. Dabei entsteht

eine Konstruktion, die lokal vom Typ ”BogenITL%nge mal Zahl" ist.

Definition 7.2
Sei 7 : [tq,te] — R™ eine Kurve und f : R™ — R stetig. Dann heil; 3 t

[ fs:= [ FE@)IT)lldt
Y

ta

das skalare Kurvenintegral oder Kurvenintegral erster Art von f.
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Speziell mit f =1 ergibt sich die Li;3nge der Kurve 7 ij ber

te te
L= [l = [0t
ta ta

Man kann zeigen, dass die so definierte Li; 1nge unabhi; 2ngig von der Wahl der
Parametrisierung einer Kurve ist.

Beispiel

Die Lij snge der Schraubenlinie in obigem Beispiel fij 1r ¢ € [0, 67] ergibt sich
gem.lni %.I-L %

6 6
L= / \/4 sin?(t) + 4 cos2(t) + 1dt = / V5dt = 6/57.
0 0
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Eine besonders einfache Formel ergibt sich ﬂ';_%r ebene Kurven y = f(z) mit
a < z < b und stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R.

Diese lassen sich in der Form

parametrisieren, so dass

F'|'j_%r die Bogenl'l';_%nge gilt somit

L= /b\/l—l—f’(x)?dx.

/ xyds,
7

wenn v der Viertelkreisbogen, Radius 7 = 2 im 1.Quartal ist.

Berechnen Sie
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Kurvenintegral zweiter Art (Arbeitsintegral)
Definition 7.3 (Skalarfeld und Vektorfeld)

Eine Funktion
F: R" =R heiiz%t skalare Funktion oder Skalarfeld,

F: R"—>R™ heiiZ%t vektorwertige Funktion oder Vektorfeld .
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Kurvenintegral zweiter Art (Arbeitsintegral)
Definition 7.3 (Skalarfeld und Vektorfeld)

Eine Funktion
F: R" >R heiiz%t skalare Funktion oder Skalarfeld,

F: R"—>R™ heiiZ%t vektorwertige Funktion oder Vektorfeld .

Eine weitere M'l';_%glichkeit, Kurvenintegrale zu definieren, ergibt sich mit der
Verwendung eines Vektorfelds F:R" - R™ als Integrand.

Lokal multipliziert man F dabei skalar mit dem vektoriellen Bogenelement d¥ und
erh'l'[_%lt eine Zahl

dW = F(5(1))"dz = F(5(t))" ¥ (¢t)dt.

Als typische Anwendung integriert man ein Kraftfeld F entlang eines Weges und
erhig 21t mit dW bzw. dem entsenden Integral fﬁF(f)df die mechanische Arbeit.
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Definition 7.4
Sei 7 : [ta,t.] — R™ eine Kurve und F : R™ — R"™ ein stetiges Vektorfeld. Dann
heiij 3t

vy a

[ F@= [ Fawr

das Kurvenintegral zweiter Art oder Arbeitsintegral von F entlang der Kurve 7.

Das Vektorfeld

0
F: R® — R3, ﬁ(x,y, z) := —mgeé, = 0
—mg

beschreibt die auf einen KTj_%rper mit Masse m nahe der Erdoberfl'l'i_%che wirkende Schwerkraft.

Man Berechne W = _fﬁ F(z)dz I'|'j_%ngs der Kurve

t
v [0,1] = R3, '7(t):( 0 )
(t—1)2
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Berechnen Sie das Integral
/(wy, y — z)dz,
,-7

wobei 7 das St'l'j_%ck der Parabel y = 22 mit Anfangspunkt (0,0) und Endpunkt (1,1) ist.

Gegeben sei die Kraft .
F@)=y+zz+z3+y).

Berechnen Sie die Arbeit, wenn die Teilchen vom Nullpunkt (0,0,0) zum Punkt (1,1,1) bewegt

wird.
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Potentialfelder und Potentiale

Wir berechnet man die mechanische Arbeit (z. B. in obigem Beispiel)?
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Potentialfelder und Potentiale

Wir berechnet man die mechanische Arbeit (z. B. in obigem Beispiel)? = als
Differenz der potentiellen Energie:

W = |AEpo| = mg|Az| = 2mg.

Um das auch mathematisch zu verstehen, m'fi%ssen wir den Begriff der
Stammfunktion auf Vektorfelder verallgemeinern.

Kurze Erinnerung:

Zu einer stetigen Funktion f hatten wir Stammfunktionen '|';_%ber die Beziehung
F’" = f definiert. Verschiedene Stammfunktionen f unterscheiden sich nur um
eine Konstante.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

ﬁ'L%rjede Stammfunktion F von f.
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Definition 7.5
Sei F': R™ — R™ ein Vektorfeld. Ein Skalarfeld V : R™ — R, welches

gradV=VV =F
erﬁ}_‘%llt, heii'(_‘%t Potential oder Stammfunktion von F.

Gibt es zu einem Vektorfeld F ein Potential, so nennt man F ein Potentialfeld,
Gradientenfeld oder auch konservatives Feld.

Zwei Potentiale zum gleichen Vektorfeld unterscheiden sich wieder nur um eine
Konstante, solange man als Definitionsbereich zumindest eine
”Zusammenh'l',;%ngende” offene Teilmenge des R™ w'fj_%hlt.
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Wegunabh'l'g_%ngigkeit des Kurvenintegrals

Satz 7.6

Sei U C R™ offen und F : U — R" ein stetiges Potentialfeld mit Potential V.
Dann gilt fi;3r jede komplett in U verlaufende Kurve 7 : [tq,tc] — U :

/ F(@)dz = V(i(te)) — V(i(ta)-

5

Das Kurvenintegral ist also in diesem Falle unabhij $ngig vom gewi; Lhiten

Integrationsweg — es h'|'j_%ngt lediglich vom Potential am Anfangs- und Endpunkt
der Kurve ab.
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Und wesentlich mehr...

Satz 7.7
Sei U C R™ offen und F : U — R" ein stetiges Vektorfeld. Dann sind
ii s quivalent:

o I ist ein Potentialfeld.

@ Das Integral

L F(2)dz

ist unabhiz%ngig vom geWiZ%h/ten Integrationsweg 7 : [to,t.] — U. Es
hiz%ngt nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve 7 ab.

o Fijir alle geschlossenen Kurve 7 : [tq,t.] — U, d.h. Y(t.) = J(t.), gilt

F(2)dz = 0.

Y

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Veranderlicher

100 / 104



Integrabilit'l'g_%tsbedingung

Wie erkennt man aber, dass F ein Potentialfeld ist? Wir analysieren dies am Fall
n = 2.

Setzt man F(w,y) als stetig differenzierbar voraus, so gilt in Falle der Existenz
eines Potentials V(z,y):

Flea= Ve = (703)

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix von V,

(et )

= [FRt] =Fe

symmetrisch und stimmt augenscheinlich mit der Funktionalmatrix von F
[ lb .
ii 5 berein.
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Satz 7.8

Ein stetig Vektorfeld F:R" 5 R" jst genau dann ein Potentialfeld, wenn die
Funktionalmatrix F'(Z) fi;4r alle x € R™ symmetrisch ist.

Figirn =2, F = F(z,y), ergibt sich als Integrabiliti; 1 tsbedingung
on _om
oy oz’

—

und figir n =3, F = F(z,y,2),

oF, 0F, O0F, O0F; oFy  0Fs

Oy " 0 0z ox 0z oy

Pr'|'j_%fen Sie anhand der Integrabilit'l';_%tsbedingung, ob folgende Felder Potentialfelder sind:
® F:R?2 5 R?, F(z,y) = [zy,2]7,
° F:R* R, F(zy) = [y,

Daniel Gerth (JKU) Analysis mehrerer Verinderlicher 102 / 104



Noch etwas zu lesen...

@ Kurvenintegral 1. Art (S. Bernstein ):
http://prezi.com/5fbkikebauld/kurvenintegral-1-art/

@ Kurvenintegral 2. Art (S. Bernstein ):
http://prezi.com/zlpaci4sgjju/kurvenintegral-2-art/
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Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen / Tutorien)

@ Funktionen f : R™ — R anhand der Dimension n typisieren kénnen und zu
den verschidenen Funktionstypen eine gute Vorstellung besitzen;

o die verschiedenen Ableitungsbegriffe (partielle, totale Ableitungen, Gradient)
theoretisch gut verstanden haben und sicher berechnen kdnnen;

Gradient und Hohenlinien geometrisch interpretieren konnen;

lokale Extrema und Sattelpunkte sicher bestimmen kénnen;

den Begriff des Riemann-Integrals im R™, n = 2,3, verstanden haben;
i; 2ber 2D- und 3D-Normalbereiche sicher integrieren ki 2nnen;

Substitutionen zumindest in Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten sicher
ausfi hren kij 1nnen;

@ mit Kurven und deren Ableitungen sicher umgehen k'l'j_%nnen.
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